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单位球的全纯逆紧映射问题

全纯逆紧映射 (Proper holomorphic map)
设 f : X → Y 为全纯映射. 若对所有紧集 K ⊂ Y, f−1(K) 皆为紧, 则称 f
为逆紧.

若 X, Y 为区域及 f 可延拓到 X = ∂X ∪ X 的一个邻域, 则 f (∂X) ⊂ ∂Y.

Alexander 定理 (1974, Math. Ann.)
设 n ≥ 2. 所有全纯逆紧映射 f : Bn → Bn 皆为 Bn 的自同构.
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间隙现象 (Gap phenomenon)

Faran 定理 (1986, J. Diff. Geom.)
设 n ≥ 3 及 N ≤ 2n − 2. 所有有理逆紧映射 f : Bn → BN 等价于一线性
嵌入.

Faran 定理的一个等价描述
若 n + 1 ≤ N ≤ 2n − 2 及 f : Bn → BN 为有理逆紧映射, 则 f 的像落在
BN 的一个超平面截面中.

当 N = 2n − 1, 有 Whitney 映射
(z1, . . . , zn) 7→ (z1, . . . , zn−1, z1zn, . . . , zn−1zn, z2n).

当 N = 2n, 有逆紧映射映射
(z1, . . . , zn) 7→ (z1, . . . , zn−1, zn cos θ, z1zn sin θ, . . . , zn−1zn sin θ, z2n sin θ).
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间隙现象

Huang-Ji-Xu 定理 (2006, Math. Res. Lett.)
若 2n + 1 ≤ N ≤ 3n − 4 及 f : Bn → BN 为有理逆紧映射, 则 f 的像落在
BN 的一个超平面截面中.

当 3n − 3 ≤ N ≤ 3n, 有类似于 N = 2n − 1 或 2n 时的非线性退化有理逆
紧映射。

Huang-Ji-Yin 定理 (2014, Math. Ann.)
若 3n + 1 ≤ N ≤ 4n − 7 及 f : Bn → BN 为有理逆紧映射, 则 f 的像落在
BN 的一个超平面截面中.
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间隙猜想

设 n ≥ 3. 对每个满足 k(k + 1)

2
+ 2 ≤ n 的正整数 k, 令

Ik := [kn + 1, (k + 1)n − k(k + 1)

2
− 1].

Huang-Ji-Yin 间隙猜想 (2007)
若 N ∈ Ik 及 f : Bn → BN 为有理逆紧映射, 则 f 的像落在 BN 的一个超
平面截面中.

对 N 6∈ [1, n − 1] ∪
⋃
k
Ik, 已知存在从 Bn 到 BN 的非线性退化的有理逆

紧映射.

Faran 定理 ⇔ 猜想对 I1 成立；
Huang-Ji-Xu 定理 ⇔ 猜想对 I2 成立；
Huang-Ji-Yin 定理 ⇔ 猜想对 I3 成立.
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若 N ∈ Jk 及 f : Bn → BN 为有理逆紧映射, 则 f 的像落在 BN 的一个超
平面截面中.

另外, 该间隙现象对广义球同样成立.

I1 = [n + 1, 2n − 2]; I2 = [2n + 1, 3n − 4]; I3 = [3n + 1, 4n − 7]; …
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间隙猜想

证明元素：

1. 射影空间上全纯映射的超平面限制定理

用以估计线性子空间的像的线性包维数下界

2. 射影空间的正交映射

单位球（或广义球）的有理逆紧映射皆为射影空间上的正交映射
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整数的 Macaulay 表示

第 n 个 Macaulay 表示
设 A, n ∈ N，

存在被完全确定的整数 an > an−1 > · · · > aδ 使得

A =

(
an
n

)
+

(
an−1

n − 1

)
+ · · ·+

(
aδ
δ

)
,

其中 δ ≥ 1 及 aj ≥ j.

称为 A 的第 n 个 Macaulay 表示.

例.

6 =
(
4
3

)
+

(
2
2

)
+
(
1
1

)
为 6 的第 3 个 Macaulay 表示.

12 =
(
5
4

)
+
(
4
3

)
+

(
3
2

)
为 12 的第 4 个 Macaulay 表示.
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全纯映射超平面限制定理

定理 [Gao-N., 2021]
设 f : U ⊂ Pn → Pm 为全纯映射. 若对 A ∈ N+ 有 dim(span(f (U))) ≥ A，
则对一般超平面 H ⊂ Pn 满足 H ∩ U 6= ∅，有

dim(span(f (H ∩ U))) ≥ A−<n>.

若 A =
(an

n
)
+ · · ·+

(aδ
δ

)
为 A 的第 n 个 Macaulay 表示，则

A−<n> :=

(
an − 1

n − 1

)
+ · · ·+

(
aδ − 1

δ − 1

)
.
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Green 超平面限制定理

定理 [Green, 1988]
设 W ⊂ H 0(OPn(d)) 为线性系且 codim(W,H 0(OPn(d))) = c.

若 WH ⊂ H 0(OH(d)) 为 W 限制在一超平面 H ⊂ Pn 所得的线性系，则
对一般超平面，有

cH ≤ c<d>,

其中 cH = codim(WH,H 0(OH(d))).

若 c =
(
γd
d
)
+ · · ·+

(
γδ
δ

)
为 c 的第 d 个 Macaulay 表示，则

c<d> :=

(
γd − 1

d

)
+ · · ·+

(
γδ − 1

δ

)
.
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全纯映射超平面限制定理

定理 [Gao-N., 2021]
设 f : U ⊂ Pn → Pm 为全纯映射. 若对 A ∈ N+ 有 dim(span(f (U))) ≥ A
则对一般超平面 H ⊂ Pn 满足 H ∩ U 6= ∅，有

dim(span(f (H ∩ U))) ≥ A−<n>.

例： 6 的第 3 个 Macaulay 表示为 6 =
(
4
3

)
+
(
2
2

)
+
(
1
1

)
.

设 f : P3 → P6 为有理映射, 非线性退化.

则对一般的 2-维线性子空间 E2,
有

dim(span(f (E2))) ≥
(
3

2

)
+

(
1

1

)
+

(
0

0

)
= 4;

及对一般 1-维线性子空间 E1

dim(span(f (E1))) ≥
(
2

1

)
+

(
0

0

)
= 2.
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Hermite 欧氏空间及射影空间

设 r, s ∈ N+. 赋予 Cr+s 不定 Hermite 内积：

〈z,w〉r,s = z1w1 + · · ·+ zrwr − zr+1wr+1 − · · · − zr+swr+s,

记 (Cr+s, 〈·, ·〉r,s) 为 Cr,s.

称 z ∈ Cr,s 为

1 正，若 〈z, z〉r,s > 0;
2 负，若 〈z, z〉r,s < 0;
3 零模，若 〈z, z〉r,s = 0.

射影化： Pr,s := PCr,s.

在 Pr,s 上，正点、负点、零模点依然有意义.
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广义球

考虑 Pr,s 上正点的集合：

Br,s :=

{
[z1, . . . , zr+s] ∈ Pr,s

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

|zk|2 −
r+s∑

k=r+1

|zk|2 > 0

}
;

及零模点的集合：

∂Br,s :=

{
[z1, . . . , zr+s] ∈ Pr,s

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

|zk|2 −
r+s∑

k=r+1

|zk|2 = 0

}
.

当 r = 1, 有

B1,s ⊂ P1,s ∼= Ps 及 ∂B1,s ⊂ P1,s ∼= Ps

为我们熟知的单位球及其边界（被标准嵌入于 Ps).
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正交映射

若 f : Pr,s → Pr ′,s ′
为有理映射及 f (∂Br,s) ⊂ ∂Br ′,s ′

，

则有

〈f (z), f (z)〉r ′,s ′ = ϕ(z, z)〈z, z〉r,s
极化=⇒ 〈f (z), f (w)〉r ′,s ′ = ϕ(z,w)〈z,w〉r,s

=⇒ 若 〈z,w〉r,s = 0, 则 〈f (z), f (w)〉r ′,s ′ = 0.

对 [z], [w] ∈ Pr,s, 若 〈z,w〉r,s = 0（在 Pr,s 上有意义），则称 z,w正交，记
为z ⊥ w.

定义

设 f : U ⊂ Pr,s → Pr ′,s ′
为全纯. 若每当 p, q ∈ U 且 p ⊥ q, 都有

f (p) ⊥ f (q), 则称 f 为正交映射 (orthogonal map).

由上述得知, 若 f : Br,s → Br ′,s ′
为有理逆紧映射, 则 f 为从 Pr,s 到 Pr ′,s ′

的正交映射.
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例子（间隙现象）

假设 f : B7 → B16 为非线性退化有理逆紧映射.

⇒ f 为从 P1,7 到 P1,16 的正交映射.

16 =
(
8
7

)
+
(
7
6

)
+

(
5
5

)
为 16 的第 7 个 Macaulay 表示.

设 Dk := dim(span(f (Lk))), 其中 Lk ⊂ P1,7 为一般的 k-维线性子空间.
由超平面限制定理得

D6 ≥
(
7
6

)
+

(
6
5

)
+
(
4
4

)
= 14; D5 ≥

(
6
5

)
+

(
5
4

)
+
(
3
3

)
= 12;

D4 ≥
(
5
4

)
+
(
4
3

)
+
(
2
2

)
= 10; D3 ≥

(
4
3

)
+
(
3
2

)
+
(
1
1

)
= 8;

D2 ≥
(
3
2

)
+
(
2
1

)
+
(
0
0

)
= 5; D1 ≥

(
2
1

)
+
(
1
0

)
= 2;

⇒ D3 + D3 ≥ 16, 矛盾！
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